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Giris

Biz fiziki xarakteristikasindan digorlorino kecgidlori hamar olmayan vo ¢ox real
proseslorin riyazi modellorinin tortibi tonliklorinin qarsisinda kigik parametr olan xiisusi
toromoali diferensial tonliklorlo tosvir olunurlar. Belo diferensial tonliklors sinqulyar
hayacanlanmis diferensial tonliklor deyilir. Sinqulyar hoyacanlanmis diferensial tonliklora A.N.
Tixonov, L.S. Pontryagin, N.N. Boqolyubov, Y.A. Mitropolskiy, V. Vazov, V. Fridrixs, N.J.
Visik, L.A. Lyiisternik, O.A. Oleynik, E.F. Misenko, N.X. Rozov, A.N. ilin va basqa bir ¢ox
gorkomli alimlorin digqotlorini colb etmisdir. Hazirda sinqulyar hoyacanlanmig diferensial
tonliklor ticiin qoyulmus sorhod masaloalorini todqiq etmok {i¢iin bir nego asimptotik iisullar
vardir. Lakin totbiq dairssinin genisliyi ndqteyi-nozarden bu lisullardan on effektli M.1. Visik vo
L.A. Lyusternikin torofindon islonmis vo mahiyysti ondan ibarot olan islorindo gostorilmis
metoddur [3, 4]. Bu {isul hazirda biitiin diinyada “Visik-Lyusternik metodu” adi altinda
moshurdur.

“Visik-Lyusternik metodu” islonildikdon sonra sinqulyar hoyacanlanmig diferensial
tonliklor sahasindo olan tadgiqatlarin sayi siiratlo artmigdir. Hazirda xiisusi toromoeli diferensial
tonliklorin klassik tiplorinin hor iiglino aid kifayot qodor islor molumdur. Lakin sinqulyar
hayocanlanmis hiperbolik tonliklors dair todqiqatlarin say1 elliptik vo parabolik tonliklors hasr
olunmus islor ilo miiqayisoedo azdir.

Isdo asagidaki kvazixatti hiperbolik tonlik iigiin qoyulmus qarisiq mosalonin hollinin
kigik parametra nazoron asimptotikast qurulmusdur: [5]

52u 621/! ou
‘{a_tz_y]—(ﬂ(l,x,u)aw/(t,x,u) =0

Hamar sorhoddo malik olan mohdud Q c R’ oblastinda
au, +u, —Au+u’ = f
tonliyi {i¢iin bircins Dirixle mosalasi isindo todqiq edilmisdir [1].

Sinqulyar hayacanlanmis diferensial tonliklor sahasinde aragdirmalar miiasir dovrds do
aktualliq kasb edorak, siiratlo davam etdirilirlor.
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M.M. Sobzoliyev vo I.M. Saobzoliyeva islorinde parabolik tonliya cirlasan sinqulyar
hoyacanlanmis hiperbolik tonlik ii¢iin sonsuz zolaqgda qoyulmus sorhod masoalosinin hallinin
kigik parametra nozoron tam asimptotikasini qurmuslar [2].

Sinqulyar hoyoacanlanmis hiperbolik tonlikloro hosr olunmus islorin bir necosi istisna
olmagqla oksoriyyatindo mohdud oblastlarda qoyulmus sorhod masolalorine baxilir. Togdim
olunan bu isdo iso sinqulyar hoyacanlanmis hiperbolik tonlik iigiin sonsuz yarimzolagda
goyulmus sorhad masalasi todqiq olunur.

1. Mbosalonin qoyulusu va iterasiya proseslarinin aparilmasi

Bu isdo Il= {(t, X)|0<t<T0<x< +oo} sonsuz yarimzolaginda asagidaki sarhod

masalasing baxilir:

O’u ou Ou
Lu=ée—+———+au= f(t,x), 2.1
M=EE Tt T Tau= ) @D
ou
=0 |, =00, 22)
u =0, lmu=0, (0<r<T). (2.3)

Burada ¢ >0-kigik parametr, a >0-sabit, f(¢z,x)—iso verilmis kifayot qodor hamar

funksiyadir. Mogsad (2.1)-(2.3) sorhod mosalosinin  hollinin  kisik parametrs nozoron
asimptotikasini qurmaqdir.

(2.1)-(2.3) sorhad mosalasinin hallinin asimptotik ayrilisini qurmaq {i¢iin iterasiya
proseslori aparilir. Birinci iterasiya prosesino (2.1) diferensial tonliyinin totbiqi halli

W=W,+eW +..+&"W, (2.4)
soklindo axtarilir. W funksiyasiin (2.4) ifadssini
LW =f(t,x)+0("") (2.5)

barabarliyinds yazib, & —nun eyni doracali qlivvatlorinin omsalin1 miiqayise edarak, (2.4)-lin
sag torofino daxil olan namolum W,(¢,x);i =0,1,...,n funksiyalarii toyin etmak {iglin asagidak:

diferensial tonliklori aliriq:

ow, oW,
—— Yy alW = 1, x), 2.6
o o 0=/ 0) (20
2 2
W Wy =t i1 2.7)
ot ox ot

Aydindir ki, (2.6), (2.7) tonliklori ii¢lin (2.2) baslangic sortlorindon yalniz birinden istifads
etmok olar. Biz (2.2)-do birinci yazilmis baslangic sortindon istifads edocoyik. Onda
W;i=0,1,...,n funksiyalar1 (2.2)-doki ikinci baslangic sortini 6domoya bilarlor. Iton bu sortin
O0donilmasini tomin etmok {igiin ikinci iterasiya prosesi aparib, ¢ = 0 yaxiliginda sarhad zolaq
tipli funksiya qurulmalidir. Bu serhad zolaq tipli funksiyalar (2.2) baslangic sortlorindon
ikincisinin 6donilmasini tomin etdiklori halda, W, funksiyalarimin 6dadiyi birinci baslangic
sortini poza bilorlor. Ona gora do birinci iterasiya prosesini aparmagqdan avval sarhad zolaq tipli
funksiyalar tiglin tonliklori yazmaq lazimdir.

t=0 yaxmhginda t=e&r,x=xovozlomasi aparaq. Onda ¢=0 yaxinhginda L,

operatorunun yeni (7, x) koordinatlarinda asagidaki ayriligi alinir:
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0° 0 0’
L= L v Ll -2 1all. 2.8
= {[82’2 81] 8( ox* aj} 28)

t =0 yaxiliginda sorhad zolaq tipli funksiyani
L. V=0"") (2.9)
tonliyinin toqribi halli kimi
V=clV,+eV +..+e)) (2.10)
soklinds axtarildiqda (2.10)-un sag torafins daxil olan V;i = 0,1,...,n funksiyalarini toyin etmok

liclin asagidaki diferensial tonliklor alinir:

2
8Vz(’+%=0, (2.11)
ot ot
2 2
26+%=%—aml;izl,z,...,n. (2.12)
T T X

Indi W, funksiyalarimin toyin edilocoklori (2.6), (2.7) diferensial tonliklori iisiin
baslangic sortlorini vo V, funksiyalarinin toyin edilocaklori (2.11),(2.12) diferensial tonliklori
ticlin sorhad sortlorini tapagq.

Talob edok ki, W + V' comi asagidaki baslangic sortini 6dosin:

W+ _, =0. (2.13)
W-nin (2.4)-doki, V-nin (2.10)-daki ifadslorini (2.13)-do yazib, g€-nun eyni doaracoli
qiivvatlorini miiqayiss etdikds aliriq:
Wyl =0, W| ==V _; i=12..n (2.14)
Qeyd edok ki, W;;i=0,1,...,n funksiyalar1 (2.14) sortlorini 6dodikde W=V comi (2.13) sortini
doqiq sokildo deyil, asagidaki monada & -nun istonilon miisbat {istlii dorocosine nozoron
doqiqlikls togribi 6dayacokdir:

W+V)_ =7 (2.15)
(2.11), (2.12) diferensial tonliklori ii¢iin sorhad sortlori W+ cominin

0

E(W +V)|,_, =0. (2.16)

sortini 6domoasi tolobindon tapilir. (2.4), (2.10), (2.16) borabarsizliklorindon vo t=¢r
ovazlomasindan alirq:

% =—% ;i1=01,...,n. (2.17)
07 |, ot |,

(2.14)-ds yazilmis ikinci boraborlikdon vo (2.17)- -don alinir ki, W,ve V;;i=0,,...,n
funksiyalart novbe ilo W,V ,W.,V,,.... W,V ardicilligr ilo toyin edilmolidirlor. Bu iso o

demoakdir ki, ananavi iisuldan forqli olaraq W, funksiyalarinin qurulmas {igiin aparilacaq birinci
iterasiya prosesi, V; sorhad zolaq tipli funksiyalarin qurulmasi tiglin aparilacaq ikinci iterasiya

prosesi il i¢-i¢o salinmalidir.
Qurulacaq W+V cominin (2.3) sarhad sortlorinids 6domasi tiglin (2.6), (2.7) diferensial
tonliklori li¢lin

=0, Im W =0, (0<t<T)i=12,..,n (2.18)
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sorhad sortlorinindon do istifade olunmalidir. Bundan olave V;;i =0,L,...,n funksiyalarinin da

x =0 oldugda vo x — +oosartindos sifra ¢evrilmalari tomin edilmalidirlar.
Indiiso W,vo V,;i =0,1,...,n funksiyalarinin qurulmasina kegak. (2.16),(2.14) vo (2.18)-

don aliriq ki, W, fiunksiyasi (2.6) diferensial tonliyinin

Wl =0, (0<x<+o0) (2.19)
W, _,=0, lim W,=0; (0<¢<T) (2.20)

baslangic vo sorhod sortlorini 6doyon hallidir. (2.6) tonliyi ¢ =0 yazdiqda (2.1) diferensial
tonliyindon alinir (2.6)-ya (2.1)-0 uygun cirlanms tonlik, (2.6), (2.19), (2.20) sorhod masalasino
159 (2.1)-(2.3) sarhad masalasing uygun olan cirlasmis masalo deyilir.

Molumdur ki, (2.6) diferensial tonliyinin (2.19) baslangic sortini vo (2.20)-ds birinci
yazilmis sorhad sortini 6doyon mohdud holli asagidaki diistur ils toyin edilir:

R U U PO B C 2 i I I 22
W‘)(t’x)_zﬁu\/r—rf p{ 4(1—1)} ep{ 4(t—z')}}
xexp[—a(t—7) f(7,&)ddS . (2.21)

f(t,x) funksiyasi lizorino elo gort qoyulmalidir ki, (2.21) disturu ilo toyin olunan W (¢,x)

funksiyasi (2.20)-doki ikinci sorhad sortini do ddasin.
Bu mogsadls asagidaki toklif isbat edilmisdir.

Teorem 2.1. Forz edok ki, f(¢,x) € C”?(I1) vo asagidaki sort 6donilir:

% < exp(—cyx)ic, > 0,¢, > 0k =k + ik =01 p; k, =0,l,..q, (2.22)
1 x 2
burada p-ixtiyari natural adad, g-iso g =2 sortini 6dayon natural adoddir. Onda (2.21) diisturu

ilo tayin olunan W, (¢, x) funksiyasi (2.6), (2.19), (2.20) sarhod masalasinin hollidir vo asagidaki

sorti 6doyir:
8" W, (t, x)
ot ox

Qeyd edok ki, bu teorem hom do sonra qurulacaq V,,W,V,,....W,,V, funksiyalarinin da

n’"n

<cgexp(—cx);c; >05k=k +ky; k=0,1,....,p+1; k,=0,,..4. (2.23)

x — +oo sortindo sifra ¢evrilmolorini tomin edir.
Belalikla, W,(¢,x) funksiyasi molum oldugu ticiin ¥, funksiyasini toyin etmok olar. ¥,
funksiyasi (2.11) adi diferensial tonliyinin i =0 olduqda (2.17)-don alinan
M| __om|
orl _,

(2.24)

w0 Oty
sortini 6doyan sarhad zolaq tipli hallidir. (2.11) adi diferensial tonliyine uygun xarakteristik
tonliyinin bir monfi kokii vardir. Bu fakt (2.1)-(2.3) sorhad mosslssinin ¢ = 0 {izorino requlyar
olaraq cirlagdigini gostorir. ¥, funksiyasi

V(o) = S

diisturu ils toyin edilir. (2.20) vo (2.25)-don alinir ki, ¥, (7, x) funksiyas1 (2.24) sortindon slavo
Vol =0, lim ¥,=0

X—>+0

exp(—71) (2.25)

17



T
—

108
i:«:

sortlorini do 6dayir .
i =1 olduqda (2.7)-don, (2.14)-don vo (2.3)-don almnir ki, W, (z, x) funksiyas1 asagidak:
sorhad maslasinin hallidir:

2 0
am—aV?WVK:a—WZ/‘), (2.26)
ot ox ot
I/Vl|,f:0 = _VO =0 (0 <x< —I—OO), (227)
W] _,=0, lm W =0; (0<¢<T). (2.28)

W,,V, funksiyalart malum olduglari {iglin (2.26)-(2.28) serhod mesalasinin halli olan W,(¢,x)

funksiyasini teorem 2.1-don istifado etmoklo qurmagq olar.
Proses bu qayda iizro davam etdirilorak, ardicil névbas ilo V,W,,.... W ,V, funksiyalar

qurulurlar.
Asagidaki isaroni gobul edok:
U=W+V =W +Y "V, (2.29)
i=0 i=0
(2.5) vo (2.9)-dan alinir ki, u =W +V funksiyasi
Lii=f(t,x)+0("") (2.30)

borabarliyini 6doyir .
(2.3),(2.15),(2.16) vo (2.29) —dan alinir ki, #' funksiyasi asagidaki baslangic vo sorhad
sortlorini 6dayir:

7 =o)L 20, (0<x<+o0), 2.31)
= Ot |,
i _, =0, lim =0, (0<¢<T), (2.32)

burada @(x)=V,

7=0"
u—1 forqini u—iu =&""'z ilo isaro edib, £""'z-i qaliq hoddi adlandiraq. Buradan vo
(2.23)-don alinq:
u=>Y W+ V. +&" 'z (2.33)
i=0 i=0
(2.33) boraborliyi (2.1)-(2.3) sorhod masalosinin hollinin kigik parametrs nozoron
asimtotik ayrilisidir. Asimptotik ayrilist elmi cohotdon osaslandirmaq iigiin &""'z qalq
haddindoki z funksiyasini qiymotlondirmak lazimdir.
2. Qalq haddinin qiymatlondirilmasi va asas natica
(2.1) tonliyinidon (2.30) tonliyini torof —torofa ¢ixaq ve u —i = &"'z oldugunu nozors alaq:

Lz=F(e,t,x). (3.1)
Buradaki F(g,t,x) funksiyast ¢ -nun biitiin qiymatlorinds
[[ F(e.t,x)dtdx<c (3.2)
I1

sortini 6doayen funksiyadir, ¢ > 0 iso ¢ -dan asili olmayan sabitdir.

u—1 =&""z boraborliyindon vo (2.2), (2.3), (2.37), (2.38) sortlorindon alimir ki, z
funksiyas1 asagidaki baglangic vo sarhad sortlorini 6dayir:
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2|, =), a—j =0, (0<x<+w), (3.3)
t=0

=0, lmz=0, (0<<T). (3.4)

Buradaki ¢(x) funksiyas1 @(x)=-V, (0,x) disturu ils toyin edilir vo
@(0)=0, lim (x)=0 (3.5)

sortini 6dayir.

Asagidaki toklif dogrudur.

Teorem 3.1. (3.1),(3.3),(3.4) sorhod masalasinin halli olan z funksiyasi li¢lin asagidaki
giymotlondirms dogrudur:

2 2 2
+00 a +o% a e a
:[ (a—j t_T] dx+}[ [a—i t_T] dx + .([(ZL_T)de %lg(a—jj dtdx <c,, (3.6)

buradaki ¢, >0, ¢, > Osabitlori ¢ -dan asili deyillor.

Isbati. Asagidaki komokgi funksiyaya baxaq:
z, = (2 +Do(x). (3.7)
Aydindir ki, z, funksiyasi da (3.3), (3.4) baslangic v sorhad sortlorini 6dayir. ©gor z, =z -z

isara etsok, z, funksiyasi agagidaki sorhod masalasinin halli olar:

LSZZZF;’ (38)
Oz
zz|[:0=0,a—t2 =0, (0<x<+o0), (3.9)
t=0
Z| _, =0, xﬁg{l@zzzo, 0<t<T). (3.10)

Burada F, ilo F,=F—L.(z) funksiyasi isars olunmusdur. (3.2) vo (3.7)-don almir ki,
F,(¢&,t,x) funksiyas1 & -nun biitiin qiymatlorindo
[[ Fi(e.t,x)dtdx<c, (3.11)
I1

sortini 6doyir, ¢; >0 iso ¢ -dan asili olmayan sabitdir.

0
(3.8) tonliyinin har iki torafini % funksiyasina vurub, sol torafds alinan ikinci hodden

basqa biitiin hodlori (3.9), (3.10) sortlorini nozoro almaqla IT oblasti {izro hisso-hisso
inteqrallasaq alariq:

+00 2 2 +00
L[z dx+jj£@jdtdx+—j &
24 o], L or 24 | ax

(3.12)-nin sag torfindoki hodde ab<a’a’ +

t=

2
" 2
J d+ !(zzL_T)de:ng%dtdx. (3.12)

> b* elementar berabarsizliyini totbiq edib,
a
(3.11) —i nazers alaq vo « -mi elo segok ki, 2— a5 =c, >0 olsun. Onda z, funksiyas {igiin (3.6)

. . .. 9 - . . c e 1
qiymatlondirmasinin dogru oldugu alinir (¢, avozins ¢,,c, avazing ¢; = a—32 gotlirdiikdo).
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(3.7) diisturu ilo toyin olunan z, funksiyas: iiglin (3.6) qiymatlondirilmosinin dogru
oldugu aydindir. z, vo z, funksiyalarinin hor ikisi {igiin (3.6) qiymotlondirilmesinin dogru
olmasindan vo z=z +z, diisturundan (3.6) qiymotlondirilmesinin z funksiyasi iiglin do

dogrulugu alinir.
Teorem 3.1 isbat olundu.
Bu isdo alinan noticoalori asagidak toklif soklindo ifads etmok olar.
Teorem 3.2. Forz edok ki, Il oblastinda toyin olunmus f(¢,x) funksiyasi

p=n+2,g=n+2olduqda (2.22) sortini 6dayir. Onda (2.1) - (2.3) sorhad masslssinin halli
ticlin (2.33) asimptotik ayrilist dogrudur. Buradaki W, -funksiyalar1 birinci iterasiya prosesindo

toyin edirlor, ¥, -funksiyalar1 ¢=0yaximliginda sorhad zolaq ipli funksiyalar olub, ikinci

1

iterasiya prosesindo toyin olunurlar, &""'z qaliq hoddidir ve z funksiyas: iisiin (3.6)
giymotlondirilms dogrudur.
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ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM IN A
SEMI-INFINITE STRIP FOR A SINGULARLY PERTURBED HYPERBOLIC
EQUATION DEGENERATING INTO A PARABOLIC EQUATION

Ilhama Sabzaliyeva
Roya Babayeva
Azerbaijan State University of Oil and Industry, Baku, Azerbaijan

In this paper, we consider a boundary value problem in a semi-infinite strip for a singularly perturbed second-order
hyperbolic equation degenerating into a parabolic equation. To construct the asymptotics of the solution to this
problem in a small parameter, we use iterative processes. The first iteration process is based on a splitting of the
given operator in the equation. The second iteration is based on the second splitting of the operator, which is
obtained after the appropriate substitution. Constructing the asymptotics of the solution to this problem in the
traditional way, i.e., performing the first iteration and then the second iteration, is not possible. Therefore, the
iterative processes are embedded. We show that the problem regularly degenerates. We construct a complete
asymptotics of this problem, and estimate the resulting remainder term.

Keywords: asymtotics, boundary layer type function, remainder term
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ACHUMIITOTUKA PEIIEHUSA KPAEBOW 3AJAUM B NOJYBECKOHEYHOH
INOJIOCE Jid CHHI'YJIAPHO BO3MYIEHHOI'O THIHEPBOJIMYECKOI'O
YPABHEHUA, BBIPOXKIAIOIEI'OCA B ITIAPABOJIMYECKOE YPABHEHUE

HNanxama Cao03ajimneBa
Pos BaGaeBa
AzepOaiiKaHCKHI TOCYJAPCTBCHHBIN YHUBEPCUTET HEPTH U MPOMBINICHHOCTH, baky, A3epoOaiimkan

B nmannoit paboTre pacMMmaTpuBaeTcs KpaeBas 3aJadd B TOJIYOCCKOHEYHOW TOJOCe [UIS CHHTYIISIPHO
BO3MYILEHHOTO TUMEpOOIMYECKOr0 ypaBHEHHs BTOPOTO TMOpPSIKa, BBIPOXKIAIOLIErocss B Iapaboiandyeckoe
ypaBHeHHe. {1 TOro, 4ToObl MOCTPAOUTh ACUMITOTHKY IO MajJoMy MapaMeTpy peILIeHUs PacCMOTPEHHOM
3a/laud, TPOBEACHBI HTEpallMOHHBIE Iporecchl. [lepBbIil HTEpallMOHHBIN  @polecCc MPOBEIEH Ha OCHOBE
paclienieHue JaHHOTO ollepaTopa B ypaBHeHUHH. BTopoil nTepannoHHbIN npolecc NpoBeieH Ha OCHOBE BTOPOTO
paclIemyieHus oneparopa, KOTOpoe MOIydaeTcsl Mocie COOTBETCBYIomeH 3ameHbl. [locTpoeHne acMMNTOTUKU
peLIeHUst PaCCMOTPEHHOH 3a1a4M TPaJUIUOHHBIM CIIOCOOOM, T.€. IPOBOJUTH NEPBbI HTEPALIMOHHBII MpoLece, a
3aTeM BTOPOH MTEpalMOHHBINA IpIecc, HE MOJydaeTcs. B CBsI3H ¢ 3TUM UTEpalloHHBIE IIPOIECCHl BIOXKEHBI APYT
B Ipyra. B pabore mokazaHO, 4TO pacCMOTpPEHHas 3ajada peTy/sipHO BeIpokaaercs. [locTpoeHa monHas
ACHMITOTHKA PACCMOTPEHHOMN 3a/1a4 Y OI[CHEH ITOJTy4YEHHBIH OCTATOYHBIN WICH.

KaroueBble c10Ba: acCHMIITOTHKA, (PYHKIUS THIA TIOTPAHNYHOTO CIIOSI, OCTATOYHBIN YIEH
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